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Divertimento mafemdtico

Gauss en el Pais de la induccion

Problemas inductivos clasicos

en una version diferente de una anécdota muy conocida.

- NINOS,SUMEN DEL 1 AL50!

Al profesor Biittner le era dificil mantener el
control en elaulaycuando los alumnos, de entre nueve
y once afios, lo llevaban al limite de la paciencia, los
poniaasumar:

- NINOS, SUMEN DEL 1 AL 100!

De esta manera ganaba tiempo para tener un
descanso mental, un silencio en lo mas profundo de su
ser, pero los chicos eran dificiles de controlar, y al borde
de unataque de nervios grito:

- NINOS,SUMEN DEL1AL1000!!!

Esta estrategia didactica que hoy podriamos
cuestionar, a finales del siglo XVIII en la campiia
Brunswick (Alemania) era de lo mas comun.

Quien no era nada comun era uno de los
alumnos: Carl Friedrich Gauss habia sido autodidacta
en lecto escritura y ya se destacaba en aritmética, pero
las tareas rutinarias como sumar todos los nimeros del
uno al mil no le resultaban nada interesantes.

Las ventanas

El pequeiio Gauss prefirido mirar por la
ventana que daba a un precioso jardin. Se detuvo en
ella: era un cuadrado dividido por dos maderas que
formaban otros 4 cuadrados. Por un instante comenzé
a imaginar que uno de los cuadrados pequefios podia
serdividido nuevamente en cuatro mas pequefosy asi
quedardeterminados 7. (Figura a)

Repitiendo el procedimiento sobre los otros
cuadrados se dio cuenta que podia cubrir el cuadrado
grande con 4, 7, 10, 13, 16, 19, ... cuadrados mas
pequefios (Figura b), entonces se pregunto:

-éPodré cubrir un cuadrado con la cantidad que
yo quiera de cuadrados pequeios?.

Facil le resultd darse cuenta que no lo podia
cubrir ni con 2 ni con 3 cuadrados, desilusionado se
sintié al ver que no podia cubrirlo tampoco con 5, pero
un sentimiento de ansiedad le sacudid el pecho cuando
frente a sus ojos cred el cuadrado formado por 6
cuadrados, (Figura c). De esta manera él sabia que
podia tomar cada uno de los cuadrados y dividirlo en
cuatro y asi podria formar la figuracon 6,9, 12, 15, 18,
... cuadraditos (figurad).

¢Podria el lector dividir un cuadrado en 8
cuadrados y luego conseguir particiones de 11, 14, 17,
...cuadrados?
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El puente

Pero Gauss no era el Unico que miraba la
ventana, también lo hacia una inquietante hormiga
que, posada sobre el pupitre de Gauss, se desesperaba
por alcanzar la ventana. El nifio lo percibid y decidio
ayudarla: colocé un libro sobre el pupitre con la cuarta
parte suspendida en el aire (figura e). La hormiga se
subio al libro como esperando un siguiente que la
acerque mas a la ventana; evidentemente, habia
entendido la intencidn de Gauss de crear un puente. El
nifio colocd un segundo libro sobre el primero, también
con una cuarta parte en el aire (figura f ). Entusiasmado
con su éxito decidié repetir su método, pero al colocar
elcuartolibro el puente se desmoroné (figura g).

-Nifio Gauss!!! Levante sus libros y siga
sumando!!!- Gritd su maestro.

Gauss los levantd y comenzd de nuevo. Sabia
gue para que un objeto rigido no se caiga la linea
vertical imaginaria que divide su masa en dos mitades
tiene que intersectar la superficie de apoyo 'dentro' de
la base de contacto (figura e), mientras que si esta linea
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Divettimento matemdtico

da justo en el borde de la base, entonces el equilibro
serdinestable (figuraf). Por eso cuando colocé el tercer
libro ya notd que el puente casi se caia. Pero si la recta
cae fuera de la base, el objeto no estd en equilibrio y se
cae haciaeselado. (figurag).

Gauss consiguid llegar ala ventana que estaba
a una distancia de dos libros y medio hacia la derecha,
écon cudntos libros usted conseguiria lo mismo que el
nifio Gauss?

Y cuando la hormiga tocé la ventana no tardd
en escabullirse hacia el patio, no sin antes dedicarle un
saludo conla pata al constructor del puente.
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Gauss quedo perplejo, convencido de que su
profesor no lo veia, abrid la ventana, salté al patio y
empezo a perseguir ala hormiga. Faltaban todavia mas
de 50 afios para que Lewis Carroll advirtiera del peligro
que conlleva perseguir conejos y otros animales, asi
que el pobre Gauss no estaba prevenido.

Los monjes marcados

La hormiga salié del colegio y empezd a
recorrer las tierras de Brunswick hasta llegar al
Monasterio. Alli lo recibié un Monje al cual Gauss
interpelo:

- ¢Havistousted mihormiga?

- Elmonje nohabla-interrumpid la hormiga saliendo
detrasdel hombro del monje.

- jiiéYtusi?!ll Perosieresunahormiga. No entiendo.

%

- Loquepasaesqueyono hehecho votos de silencio,
a diferencia de este monje y todos sus compafieros del
monasterio.

- ¢{Yparaquéunmonje hace votosde silencio?

- No te quedes con la duda: ve y preguntales!!- se
burlé la hormiga.

Gauss se acerco a los monjes para evaluar si
romperian los votos, pero se sorprendié al notar que 10
monjes tenian una extrafia marca en la frente.
Justamente esos 10 monjes estaban marchandose
mientras los otros los observaban con algo de
desconsuelo.

- Hormiga, ya que hablas tanto, dime, qué significa la
marcaen lafrente.

- Hace unos dias, un profeta les dijo que,
magicamente, marcaria la frente de al menos uno de
ellos. También les dijo que los marcados son elegidos y
que cuando estén seguros que tienen la marca deben
dormir su ultima noche en el monasterio y luego
abandonarlo. El monasterio no tiene espejos asi que no
es tan facil estar seguro de que uno mismo tiene la
marca, aunque esclaroverlaenlafrente de los demas.
- Si hoy se estdn yendo 10 monjes marcados, es
porque eso pasé hace 10 dias.

- ¢Como estdstan seguro? - dijolahormiga.

- Sielmarcadofuese solo uno, el primer dia veria que
enlafrente de todos los demds no hay marca, y como el
profeta dijo que iba a haber al menos un marcado,
deduciria que es él mismo. Entonces, se marcharia al
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dia siguiente, es decir, tardaria un dia en marcharse. En
cambio, si hubiese dos marcados, cada uno veria al otro
y dudaria si él mismo estd marcado, o no. Al pasar el
primer dia y ver que el Unico que él ve marcado no se
va, comprendera que no era el Unico con marca (ya
vimos que si hay un solo marcado se va al primer dia).
Entonces comprenderia que él también tiene la marca.
De hecho los dos marcados razonarian exactamente
igual, se darian cuenta que son ellos quienes estan
marcadosy al segundo dia se marcharian los dos.
- ¢Ysifuesentres? - preguntdla hormiga.
- Cualquiera de los tres marcados razonaria asi: “Si al
segundo dia los dos monjes que estoy viendo marcados
no se fueron quiere decir que no estdn seguros, es
porque hay untercer marcado que tengo que seryo”.
- Perotunoestds marcado - le dijo la hormiga.
- Claro que yo no estoy marcado - dijo Gauss
tocdndose la frente-. Estoy reproduciendo el
pensamiento de cualquiera de los tres marcados, si
fuesensodlotres. Asiel segundo dia los tres marcados se
darian cuentayaltercer dia se marcharian los tres.
Razonando de igual manera podemos concluir
que, si se marchan al décimo dia, entonces, son 10 los
monjes marcados.

Ladronesilustrados

- Dimehormiga, ¢{Adéndevan?

- Nosabriadecirte, ¢y silos seguimos?
- Deberiavolveraclase.

- ¢éParasumarniumeros?

- Tienesrazon.

Vieron a los monjes subir a una carroza,
esperaron a que se acomodaran y se escondieron en la
parte trasera.

Durante el camino, mientras Gauss le pedia
explicaciones a su pequefia amiga sobre su habilidad
para el habla, la carroza se detuvoy se escucharon unos
gritos. Una horda de 100 ladrones emboscaban la
carroza.

Mudos, pero del susto, los monjes entregaron
sus pocas pertenencias. Descontentos con el botin uno
delosladronesdiolaorden:

- Llévenselacarroza!ll

Sin poder evitarlo, el nifio, la hormiga y la
carroza fueron trasladados a lo que parecia ser (y
seguramente era) la guarida de los maleantes. Alli se
dispusieron a repartir las escasas ganancias: 100
monedas para 100 ladrones. El nifio pensd que
rapidamente terminarian, pues una moneda a cada
uno dejaria contento a todos, pero comenzaron una
especie de votacion.

- Hormigaamiga éSabeslo que estan haciendo?
- Las ideas de la llustracién han llegado hasta estos
malhechores y han ideado un sistema de votacién a la

moda de la Revolucidn Francesa.

- jQuébueno!

- No tanto, el sistema es el siguiente: El ladron mas
joven hace una propuesta de repartija, se vota dicha
propuesta entre todos, si la propuesta consigue mas de
la mitad de los votos (el 50% no es suficiente), la
propuesta es aceptada y todos contentos; pero si es
rechazada el proponente es decapitado con guillotinay
comienzatodo el proceso de nuevo.

- Qué desalmados!!! Los ladrones ya no tienen
codigos!!!

- Enlugar de codigos tienen prioridades, las cuales
son: 1ra) Salvar su vida. 2da) Ganar dinero, cuanto mas,
mejor. 3ra) Matar un companiero.

- ¢Es decir que si sélo quedasen dos ladrones Ay B,
cualquier cosa que proponga el mas joven (B) seria
votada negativamente por Ay asi B perderialavida?

- Exacto, es poreso, que sifuesentres, A, By C (el mas
joven), entonces C propondra quedarse con todas las
100 monedas, B tendra que votar a favor, caso
contrario matarian a Cy se caeria en el caso anterior, en
elcual Bpierdelacabeza.

Dejamos al lector que razone cual seria la
propuesta del mas joven de los 100 ladrones, aclarando
que, ante una perspectiva incierta, los ladrones se
comportaran desde perspectiva mas optimista, es
decir, que si una posible futura repartija podria tocarle
2 63 monedas, él estard seguro que ganaralas 3.

A B C | D|E|F
nada nada 100
1 1 oada | 98
2 bnada | 26 nada 1 nada | 97
3 6nada | 3 6nada 2 1 nada | 94

Esquema de repartode 3,4, 5y 6 ladrones. Notese que, en el caso de
6 ladrones, cuando el primero (F) hace su propuesta ofrece 3
monedas a A o a B porque ambos son optimistas y esperan poder
ganar 2 monedas si reparte E, aun sabiendo que uno de ellos no
recibird nada. Una variante interesante del problema es que las
votaciones se puedan ganar con el 50% de los votos. Un desafio es
conseguir una variante del sistema de repartija lo suficientemente
simple como para poder predecir rapidamente la propuesta del
ladrén ndmero 100.

ElSultany sus esposas

- Y porquésontansanguinarios? pregunto Gauss.

- éPor qué no lo preguntas? Seguro que ellos no
hicieron voto desilencio ...

- iiiUn momento!!! dijo el nifo. Hormigas que hablan,
puentes infinitos, monjes marcados y ladrones ultra-
légicos, esto no tiene sentido ... éddnde estoy?

- Estamos en el Pais de las Maravillas Inductivas. Aqui
todo se resuelve utilizando el pensamiento inductivo y
lainduccién matematica, develd la hormiga.

- ¢Y quédiferencia hay?
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- El pensamiento inductivo es el que se usa cuando de
casos particulares se infiere una ley general, aunque no
siempre funciona. Por ejemplo, cuando empezaste a
apilar libros para hacer un puente indujiste que
siempre que se agregue uno, dejando una cuarta parte
en el aire, no se caeria. El razonamiento inductivo fue
erréneo porque al cuarto libro, el puente se cayd.
También usaste un razonamiento inductivo cuando a
partir de los casos de 1, 2 y 3 monjes llegaste a una
‘conclusion' para el casode 10.

- ¢Ylainduccidon matematica como funciona?

- No te lo puedo explicar, pero tendras que saberlo,
porque la Esfinge te exigira que razones utilizdndola
para poder salir de este mundo.

- ¢Cual Esfinge?

- Yo, dijo la Esfinge, y si quieres volver a tu mundo
tendras que resolver el siguiente problema: un Sultan...
- iiUn momento!! Protestd el nifio. Habitualmente las
esfinges piden resolver un problema para entrar a un
mundo, no parasalir.

- En esos mundos se toma examen de ingreso porque
el aventurero tiene que saber para poder entrar; en el
Pais de las Maravillas Inductivas puedes entrar nedfito,
pero debes demostrar que has aprendido algo para
poder salir.

- jPerosiyovivisélo 5 episodios!

- iiMas que suficiente!! Sigo con el problema: un
Sultan que tiene 100 esposas, cada afio se va de
vacaciones con un grupo diferente de ellas. Puede
llevar a todas, a ninguna, a una de ellas, o a varias.
éCuantos veranos podra hacer esto sin repetir el grupo
de esposas que loacompafia?

—éiCémo mantiene tantas esposas? —pregunto Gauss.
—Esoes problema del Sultan—replicd la Esfinge.

—iY de las esposas! Ademas de vivir hacinadas tienen
que soportar que el Sultancito no lleve todas de
vacaciones.

—Sinrespuesta no hay Salida. Sentencid la Esfinge.

Sin estar conforme, Gauss empezo a razonar:
'si tuviese una sola esposa, tendria dos veranos
posibles: con ella o sin ella. Si tuviera 2 esposas, las
posibilidades serian: con una, con la otra, sin ninguna o
con las dos; en total 4 posibilidades. Para tres esposas
... con la ayuda de un lapiz y papel formd todos los
grupos posibles: son 8 veranos posibles! Parecen
potenciasde 2'. (Verfigura)

'Si un sultan tiene n esposas, seguramente se
puedan formar 2" grupos. En el caso del sultdn en
cuestién, son 2'” veranos, muchisimos mas de lo que
durard él!'.

Y el nifio Gauss comenzd a avanzar hacia la
salida.

- Alto! Grité la Esfinge. Has razonado
inductivamente: de unos pocos casos has inducido una
férmula general, pero no lo has demostrado, por lo

V

tanto no sabes sirealmente esa férmula es verdadera.
Bien, dijo Gauss, la demostracion es ésta:
hemos verificado que con 3 esposas son 8 veranos,
supongamos que agregamos una esposa, digamos que
se llama Felisa. Entonces podemos armar los mismos
grupos de esposas sin Felisa y ademds a cada uno de
esos grupos le podemos agregar a Felisa, asi por cada
grupo de antes tenemos dos: sin Felisa y con Felisa. Asi
duplicamos los grupos, por eso a los 2° grupos lo
multiplicamos por 2, 2°x2=2°"=2". Ahora lo mismo pasa
si agregamos una nueva esposa, digamos que se llama
Sara, tenemos el doble de grupos (con Saray sin Sara),
asi:  2'x2=2"'= 2°. Y asi podemos razonar hasta el
infinito o pararen 100 que es lo que nos interesa.

Cada curva encierra
un posible grupo de
esposas (si  solo
fuesen tres). Note
que hay tres grupos
de dos esposas, tres
grupos de  una
esposa, uno de tres y
uno sin  esposas.
Ocho en total

grupos que se pueden formar
0 1 =2"(el s6lo sin esposa)

1 2=2!

2 4m2x2m2?

3 8§ =2x2x2m2’

Sigo Sumando

- Muy bien, dijo la Esfinge. Has dado una
demostracion porinduccién de tu conjeturainicial, aun
sin saber qué es exactamente la induccion. Pero, por
otro lado, ninguna de las esposas se llama Felisa, asi
que te quedaras en el Pais de las Maravillas Inductivas
parasiempre.

- iNoesjusto! Protestd el nifio Gauss, jQuiero volver!
- Mejordespierta, dijo la hormiga.

- Perosinoestoydormido, dijo Gauss.

- Estasdormido, dijo la hormiga.

- Noestoydormido, dijo Gauss.

- ¢Estasdormido? preguntd el Profesor Biittner.

- No estoy dormido, dijo Gauss despertando del
extrafio suefioinductivo.

- ¢Ylasuma de los 100 primeros nimeros? reclamé
el profesor.

Desperezandose Gauss le respondié:“Lasuma
de los nimeros de 1 hasta n es n.(n+1)/2 y lo podria
demostrar por induccion pero hay una forma mas facil:
supongamos que solo queremos sumar del 1 al 10,
coloquemos en dos filas estos nimeros, en una de
menor a mayor y, en la otra, de mayor a menor y
procedamos asumarlos de estamanera:
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1 2 3 4 5 & 7 & 9 10
+ 4+ + + + + + + + +
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El resultado es sumar 10 veces 11, loque da 110. En
realidad es el doble de lo que se estd buscando, por lo
que hay que dividir por 2, asi: 110/2 =55.

Otra tarea para el lector sera entonces calcular la
suma de los numeros del 1 al 100, como exige el
profesor.

Desde ese dia Bittner se dio cuenta del prodigio
que tenia en su clase y consiguio que Gauss continuase
sus estudios con maestros mejor preparados y
seguramente mds pacientes.

&Y qué es lainduccién matematica?

La induccion suele comparase con el juego de
poner piezas de domind para que caigan en progresion,
una volteando otra. Para estar seguro de que se caeran
todas hay que estar seguro de que la primera lo hard y
que, si cae la pieza n, entonces también la pieza n+1 lo
hara.

El razonamiento inductivo junto con la
induccion matematica forman una pareja formidable,
la primera se encarga de buscar respuestas y la
segunda de demostrar que esas respuestas son
correctas.

Uno mas

En su suefio Gauss ha dejado algunos
interrogantes. Como lo que abunda no dafia sumemos
uno mas: los poligonos convexos tienen algunos lados
sobre los cuales se apoyan resultando estables, y otros
inestables (ver los paralelepipedos de las primeras
figuras). ¢Por qué no existe ninguno con todos sus
lados de apoyo inestables?

El lector interesado en disefio de puentes,
misteriosas marcas religiosas, reparto de botines,
vacaciones de sultanes poligdmicos, e induccidn en
general, podra encontrar las explicaciones completas
de éstosyotros problemas en la pagina:
matematicanexos.blogspot.com.

Por su parte, Gauss continué sorprendiendo
por su precocidad y terminé convirtiéndose en una de
las mas destacadas leyendas del panteén matematico.
El profesor Bittner siguid ensefiando, los ladrones
robando, el sultan viajando, la Esfinge preguntandoyla
hormiga amiga, claro estd, hablando.

Autores: Osmar Cabrera, Jorge N. Lopez.
Ilustraciones: Ana Laura Reyes, Majo

verntana

Figura que resuelve el problema de la ventana. Se indica la
distancia desde el centro de cada libro a la ventana. La
sucesion ej a,=%, a, =1, a, = 5/4 , a, = 17/12 (siendo a, la
distanciaalaventanadellibro superior)y en general:

a,, = A+ +. )

Si disponemos de cudntos libros queramos, podemos llegar
tan a la derecha del pupitre como necesitemos usando la
mencionada sucesion.

NOTA: tener en cuenta que a, indica la distancia a la ventana
del ultimolibro colocadoy a, la del primero.
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